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Group theory supplies the number and the degeneracies of orbital terms in a symmetrical 
molecule. The order of orbital energies is determined by the topology (incidence) and structural 
properties (conformation) of the molecule. Fundamental definitions of the topological and 
structural matrices are given and their relations to phenomenological properties are discussed. 
Symmetry and molecular structure can only be represented in a bi-unique way by the struc- 
tural matrix if topologically equivalent symmetries are considered as not essentially different. 
The method is illustrated for a tetrahedron and some applications are mentioned. 

Die Gruppentheorie liefert die Anzahl und den Entartungsgrad der Orbitalterme eines 
symmetrisehen Molekiils. Die Reihenfolge yon Orbitalenergien 1/~gt sieh auf Grund der Topolo- 
gie (Inzidenzeigenschaften) und Molekiilstruktur (Konformation) bestimmen. Grunds/~tzliche 
Probleme der topologischen Matrix und der Strukturmatrix und Zusammenh/~nge mit ph~no- 
menologisehen Eigenschaften werden besprochen. Symmetrie- und Molekiilstruktur kSnnen 
nur dann umkehrbar eindeutig durch die Strukturmatrix dargestellt werden, wenn topologisch 
~quivalente Symmetrien nieht als wesentlich verschieden angesehen werden. Das Verfahren 
wird am Beispiel eines Tetraeders demonstriert und einige Anwendungsbereiehe aufgezeigt. 

La th6orie des groupes permet de trouver le nombre et les d6g6n6rescences des niveaux des 
orbitales dans les mol6cules symm6triques. La succession des 6nergies des orbitales est d6ter- 
min6e par les propri6t6s topologiques (incidence) et structurales de la mol6eule. Les probl~mes 
fondamentaux assoei6s aux matrices topologiques et structurales ainsi que leur lien avec les 
propri6t6s ph6nom~nologiques sont discut6s. La symm6trie et la structure mol6eulaire ne 
peuvent 6tre repr6sent~s que d'une fa~on bilat6rale par la matrice de structure, si les symm6- 
tries topologiquement 6quivalentes ne sont pas consid6r6es comme 6tant essentiellement 
diff6rentes. La m6thode est d6crite pour le t6trabdre et quelques applications sont mentionn6es. 

EinleRung 

Die Aufgabe  der  Theorie  is t  es n ich t  nur ,  die exper imente l len  Ergebnisse  durch  
i m m e r  aufwendigere  Rechnungen  bel iebig gu t  zu reproduzieren ,  sondern  sie sollte 
daneben  auch bemi ih t  sein, Zusammenh/ ingc  aufzuzeigen,  die zwisehen den be- 
obach te t en  Phs  und  deren  phys ika l i schen  Ursaehen  bes~ehen. Bekann~- 
lieh lassen sich eine Reihe yon  E igensehaf ten  eines symmet r i sehen  Mo]ekiils auf  die 
P u n k t s y m m e t r i e  der  K e r n e  zurfickffihren. Die in d iesem Ful l  r e l evan ten  Aussagen  
der  Gruppen-  u n d  Dars te l lungs theor ie  (Zahl der  Termniveaus ,  E n t a r t u n g s g r a d  
usw.) s ind zwar  e indeut ig  und  e x a k t  rich~ig, aber  in der  Regel  n ieht  sehr  ergiebig. 
Dadu reh  ist  der  Aussagewer t  yon  soleh re inen  S y m m e t r i e b e t r a e h t u n g e n  re la t iv  
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begrenzt. Es besteht mithin der Wunsch, fiber den Informationsbereich der Grup- 
pentheorie hinaus weitere Resultate zu erhalten, die nach M5glichkeit exakt oder 
zumindest im Rahmen einer gegebenen, wohl definierten Theorie riehtig sind. 

In der vorliegenden Arbeit wird versueht, die Reihenfo]ge yon Orbitalenergien 
im Termschema ffir hoehsymmetrisehe Molekfile zu bestimmen, die die Gruppen- 
theorie allein nicht liefern kann. Dadureh wird dem reinen Symmetrieproblem ein 
energetischer Aspekt hinzugeffigt. Im allgemeinen liegt aber jeder Energiebereeh- 
nung - -  und das grit besonders ffir ~ehrelektronenprobleme - -  ein wellenmeehani- 
sches N~herungsverfahren zugrunde. Es ist also zu erwarten, da$ Aussagen fiber 
Orbitalreihenfolgen, die in dieser Arbeit besproehen werden sollen, nicht wie die 
der Gruppentheorie exakt gfiltig und yon der verwendeten Theorie unabh~ngig, 
sondern nur im Rahmen eines N~herungsverfahrens uneingeschr/~nkt riehtig sind. 
Dies Problem ist eng verknfipft mit Fragen, die die Definition yon Orbitalen (Ein- 
elektronenniveaus) in ~ehrelektronensystemen betreffen. 

Vor einiger Zeit sind im Rahmen der Hfiekel-Theorie Orbitalschemata yon 
zr-Elektronensystemen aus ihren topologisehen Eigensehaften (gemeint ist hier die 
Verbundenheit der Atome im Molekfil) abgeleitet worden [i, 2]. Kfirzlich wurde 
fiber eine Erweiterung dieses Verfahrens auf die allgemeine (elektronenweehsel- 
wirkungsfreie) Theorie der Molekfilzust~nde (MO-LCAO) berichtet [3]. Die 
Wechselwirknng der Atome im Molekfil ist in diesem Falle darstellbar dureh einen 
Graphen und dureh die dazugehSrige Matrix. M_it Hilfe der Methode lassen sich 
Orbitalfolgen ffir eine Reihe symmetrischer ~olekfile mit gleichen Atomen an- 
geben, die im Rahmen der einfaehen MO-LCAO-Theorie Gfiltigkeit haben [4]. Es 
stellt sieh die Frage, ob die so bestimmten Orbitalreihenfolgen aueh im Rahmen 
einer Theorie erhalten bleibt, die die Elektronenweehselwirkung in guter l~herung 
explizite berficksiehtigt und in der sieh jedes Elektron in einem selbstkonsistenten 
Feld aller anderen Elektronen (SCF) bewegt. Eine Diskussion dieses Problems 
l~$t sich auf Grund gruppentheoretischer, topologischer oder struktureller Ge- 
sichtspunkte nicht ffihren, da der Begriff des SC-Feldes und dessen Stgrke der 
l~atur nach auf energetischen Effekten beruht. Jedoeh weiB man aus der Erfah- 
rung, dal3 ab initio MO-SCF- und einfaehe MO-LCAO-Reehnungen bemerkens- 
werte ~bereinstimmnngen liefern hinsiehtlich Orbitalreihenfolgen, der Knoten- 
ebenen der Wellenfunktionen, der Molekfilstruktur und anderes mehr [5]. Des- 
halb ist zu erwarten, da$ Vorhersagen fiber Orbitalfolgen, die auf Grund topolo- 
fischer und struktureller Uberlegungen gemacht werden, aueh noeh ffir SCF- 
Orbitale Gfiltigkeit haben. In der Tat wird dies ffir eine Reihe hoehsymmetriseher 
Molekfile best~tigt, die mit tlflfe eines SCF-Verfahrens mit analytischen Funk- 
tionsansatzen bereehnet wurden. Darfiber wollen wir jedoch an anderer Stelle be- 
richten [6]. 

In der vorliegenden Arbeit sollen zunaehst einige grundsgtzliche Probleme der 
topologischen Matrix und der Strukturmatrix besproehen werden. Dies betrifft vor 
Mlem Fragen fiber die Eindeutigkeit der Darstellung yon Symmetrie und Molekfil- 
struktur. AuBerdem werden Fragen fiber die Zusammenh~nge zwischen gewissen 
ph~nomenologisehen Eigensehaften und der Molekfiltopologie und der Struktur 
behandelt. Schliel31ich wird das Verfahren am Beispiel eines tetraedrischen 1Viole- 
kills (Symmetriegruppe T~) eingehend durehgesproehen und einige Anwendungs- 
bereiche aufgezeigt. 
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Topologie und Struktur 

Die Topologie ist die Lehre yon jenen Eigenschaften einer Figur, die bei einer 
Deformation invariant bleiben [7]. Topologisch i~qnivalent sind alle die Figuren, 
die dureh kontinnierliche Transformationen umkehrbar eindeutig ineinander fiber- 
gefilhr~ werden kSnnen. Zur Besehreibung topologischer Eigensehaften eines Mole- 
kills betrachten wir Netze, die durch Pnnkte (Atome) und Verbindungen (Bin- 
dungen oder andere atomare Weehselwirkungen) definiert sind. Die Eigenschaft, 
die uns vor allem interessiert, ist also die Gesamtheit der Verbindungen (Verbun- 
denheit), die zwischen einer Menge yon Punkten gezogen sind. Eine solche topolo- 
gische Situation li~l~t sich etwa dureh einen Graphen [4] oder dureh die zugehSrige 
Inzidenzmatrix [2] darstellen. Zum Beispiel hat das Vierbein in Fig. I ebenso wie 
alle anderen dureh Deformation daraus hervorgehenden Figuren eine 5-dimen- 
sionale Inzidenzmatrix, die nur dort yon Null versehiedene Elemente - -  etwa 
Eins-Elemente - -  hat, wo die Enden einer Verbindung mit zwei Punkten inzident 
sind. Diese Definition enth~lt also keine geometrisehen Eigensehaften der Figur 
und ist yon einer gegebenenfalls vorhandenen Symmetrie unabhi~ngig. Dieselbe 
Matrix wurde in der Theorie der z-Elektronensysteme als topologisehe Matrix be- 
zeichnet [8]. Es ist jedoeh konsequenter, yon einer Inzidenzmatrix zu spreehen, da 
die Topologie auch andere Eigensehaften einer Figur als nur die Verbundenheit 
beinhalten kann. 

Natfirlich l ~ t  sich ffir jedes Molekfil eine Inzidenzmatrix angeben. Diese be- 
sehreibt im allgemeinen nicht gleiehzeitig aueh die Symmetrie des Molekills [3, 4], 
wie es bei den in der Regel ebenen 7~-Elektronensystemen der Fall ist. Brauchbare 
Aussagen fiber 0rbitalschemata lassen sich naturgemi~l~ nur dann maehen, wenn 
die Symmetric in der betreffenden Matrix richtig wiedergegeben ist, und zwar naeh 
MSgliehkeit in umkehrbar eindeutiger Weise. Diese Forderung erfilllt nur eine 
speziellere Matrix, die neben den Inzidenzeigensehaften aueh die Symmetric des 
Problems beschreibt. Beim Aufsnchen einer solchen Matrix milssen demgems 
neben der topologisehen auch geometrisehe Eigensehaften des Molekfils (das sind 
Kernabst~nde, Valenzwinkel) herangezogen werden. Durch die Geometrie ist 
gleiehzeitig die Symmetrie eines Molekfils bestimmt. Die Verbundenheit der Atome 
in einem Molekfil und dessen Symmetric nennen wit, wenn einmal yon der Ver- 
teflung der Atome auf die Punkte des Netzes abgesehen wird, die Struktur des 
Molekiils. Eine Matrix, die umkehrbar eindeutig beide Eigenschaften (Verbunden- 
heir und Symmetrie) riehtig wiedergibt, sei dann die zu dieser Struktur geh6rige 
Strukturmatrix. Die Symmetrie einer Matrix ist durch die Permutationseigen- 
schaften ihrer Zeflen und Spalten gegeben. Eine Matrix und ein K6rper hat die- 
selbe Symmetric, wenn die Permutationen der Matrix gleieh der Gruppe aller 
Permutationen ist, die den Symmetrieoperationen des KSrpers entsprechen. Eine 
notwendige Bedingung ffir die gesuchte Strukturmatrix N ist ihre Vertausehbar- 
keit mit allen Permutationsmatrizen G, die zur Punk~gruppe G des Molekills ge- 
hSren: 

[G,  N ]  = O . ( t )  

Diese Bedingung ist noch nicht hinreichend. Vielmehr ist zusgtz]ich zu fordern, 
dab die Strukturmatrix nieht noch mit anderen Matrizen vertausehbar ist, die 
nicht zu der gegebenen Gruppe G gehSren. Gibt es solche zusgtzlichen Matrizen 

14" 
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Fig. I. Vierbein, symmetrie]os bzw. mi$ quadratischer (a) und tetraedrischer (b) Symmetrie 

bzw. Operationen, dann hat die betreffende Matrix eine Struktur hSherer Symme- 
trie. Die Gruppe Gist  in diesem Fall Untergruppe einer gr51~eren Gruppe. 

Zum Beispiel nehme das Vierbein Fig. I einmal quadratische Symmetrie D4h, 
das andere Mal Tetraedersymmetrie Tg an. Die zu beiden Figuren gehSrende 
Inzidenzmatrix ist jedoch nur Strukturmatrix des Tetraeders, derm die Gruppe 
aller mit dieser Inzidenzmatrix vertausehbaren Permutationen (yon vier Dingen - -  
die Punkte 2 bis 5) ist isomorph mit der Symmetriegruppe des Tetraeders. 

Es besteht die Frage, ob es mSglich ist, die oben definierte Strukturmatrix in 
umkehrbar eindeutiger Weise einer bestimmten Symmetrie zuzuordnen. Man kann 
an t tand  eines Beispiels leieht zeigen, dab ein und dieselbe Strukturmatrix zu 
zwei verschiedenen Symmetrien geh6ren kann. Die beiden Symmetriegruppen 
sind dann aber isomorph. Wir gehen aus yon einem einfachen Quadrat (Fig. 2), 
biegen dasselbe entlang einer Diagonalen und lassen die ganze Figur gleiehzeitig 
in der Weise sehrumpfen, dab die beiden Diagonalen gleieh lang bleiben. Dadurch 
wird aus dem Quadrat (Gruppe D~n) ein ]/tngs einer zweizghligen Achse gestaueh- 
tes Tetraeder (Gruppe D2~). Beide Figuren haben die gleiehe Strukturmatrix, 
n/~mlich 

N =  0 1 ~  
0 I ' (2) 

x l 0  

in der s ein Parameter ist mit 0 < ~ < I. Es 1/~Bt sieh leieht pachprfifen, dab diese 
Matrix mit den Permutationsmatrizen vertausehbar ist, die zu den Gruppen D4h 
oder D2~ geh5ren. Wegen der Identit~tt gewisser Operationen , ,entartet" die 
Punktsymmetriegruppe des Quadrates yon Dan zu Da. Da allen Elementen aus D4 
umkehrbar eindeutig Elemente aus Des zugeordnet werden kSnnen, sind beide 
Gruppen isomorph, d. h. sie haben die gleiche abstrakte Gruppe. Ebenso ist etwa 
die Gruppe des regul/~ren 6-Ecks Ds mit der Gruppe eines in analoger Weise langs 
der Diagonalen verbogenen 6-Eeks Ds~ gqnivalent. Isomorphe Gruppen, die die 
Symmetrie yon K6rpern beschreiben, welehe dutch Deformation ineinander iiber- 
ffihrt werden kSnnen, nennen wir topologisch gquivalent. Die Struktur eines 1Vfole- 
kfils ist dann in umkehrbar eindeutiger Weise auf die Struktnrmatrix abbildbar, 
wenn topologisch/~quivalente Gruppen nicht als wesentlieh verschieden angesehen 
werden. Da die Zahl der Permutationen der Zeflen und Spalten stets endlich ist 
(ns n !, wenn n die Dimension der Matrix ist), 1/~l~t sieh immer die Symmetrie 
einer Strukturmatrix dutch Untersuchnng ihrer Permutationseigensehaften in ein- 
faeher Weise bestimmen. 

Wenn im Laufe der Deformation des Quadrates (Fig. 2) die L/~nge der Diago- 
nalen gleieh der der Seiten wh'd [d. h. s = i in der Strukturmatrix N G1. (2)], liegt 



Topologie 203 

/,- -3 4 3 z; 3 

Dz, h D2d Td 

Fig. 2. Vier Punkte und deren Verbundenheit in quadratischer Anordnung Dt~, als gestauchtes 
Tetraeder D2a und mit Tetraedersymmetrie T~ 

eine v6llig andere Situation, namlieh Tetraedersymmetrie vor. Diese ~a t r ix  ist 
invariant gegenfiber allen 4! Permutationen der vier Tetraederpunkte. Die 
Eigenwerte der Strukturmatrizen ffir die drei besprochenen Symmetrien sind: 

D4~ D2~ T~ 

e l  = 2 ~- • (glg) (gl) el = 3 (ai) 
02,3 = - z (eu) (e) e~,3,~ = - 1 (t2) (3) 
q~ = - 2 + ~  (b~g) (b2) 

Wegen der Gruppenisomorphie und der Identi tat  der Strukturmatrizen unter- 
scheidet sich das Eigenwertspektrum der Symme~rien D4n und D~a nur durch die 
Termbezeichnungen. Die Zahl der Terme, ihr Entartungsgrad und die Orbital- 
reihenfolge alg < eu < b2g sind ffir beide Symmetrien die gleichen. Das vorliegende 
Beispiel beschreibt eine typisch topologische Situation: im Laufe der Deformation 
einer Figur bleibt eine Reihe von Eigenschaften invariant. Die gleiche Orbital- 
reihenfolge in beiden Symmetrien ist somit eine Folge der gemeinsamen Topologie 
beider Figuren. Die Orbitatbasis ist in diesem Fall nieht durch die Symmetrie- 
gruppe, sondern durch die Topologie (Inzidenz) bestimmt. Die Orbitalreihenfolge 
liefert zusammen mit der Anzahl der Elektronen, die nach dem Aufbauprinzip in 
die Orbitale yon unten her eingeffillt werden, die Elektronenkonfiguration eines 
Mo]ekfi]s. Diese bestimmt wiederum die zu erwartenden 3~[ehrelektronenterme des 
Grund- und der ersten angeregten Zustinde, die ffir die Interpretation yon Spek- 
tren und der magnetischen Eigenschaften in Frage kommen. Die topologische Be- 
trachtungsweise erlaubt es also, Vorhersagen fiber gewisse ~olekfileigenschaften 
zu machen, ohne dal~ eine explizite Berechnung yon EnergiegrSl~en dazu notwen- 
dig ware. Es steht ferner zu erwarten, dab auch die Form der Spektren ffir gewisse 
Molekfile mit gleichartiger Topologie identisch ist. Mit der Form eines Spektrums 
ist die Anzahl der Banden und eventuell der relative Abstand dieser Banden im 
Spektrum gemeint. Die genaue Lage und die Intensitaten der Banden ergeben sieh 
aus dem energetischen Teil des Problems. 

Es sei weiter darauf hingewiesen, dal~ die Knotenregel automatisch eine Folge 
der Struktureigenschaften (d. h. Symmetrie und Inzidenz) eines ~olekfils ist. Be- 
kanntlich besagt diese Rege], da~ knotenlose ~olekfilorbitale im Energieschema 
am tiefsten liegen, gefolgt yon Zust inden mit wachsender Anzahl yon Knoten, die 
energetisch destabilisierend wirken. Diese Regel ergibt sich auf Grund der Erfah- 
rung, die bei Rechnungen an 1Y[olekfilen mit gleiehen Atomen gemacht wurden. 
Aus der Strukturmatrix lal~t sich leieht ersehen, dal~ die totalsymmetrisehe Linear- 
kombination den energetisch tiefsten 0rbitalzustand liefert. Und zwar ist in einem 
Molekfil aus gleiehen Atomen in topologiseh ~quivalenter Anordnung [4] die 
Summe der Strukturmatrixelemente einer Zeile oder Spalte ffir alle Zeflen und 
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Spalten identisch und zwar gleich dem grSBten Eigenwert der Matrix 

~)max -~ ~ t~ii ffir jedes i .  (4) 
i 

Dieser Eigenwert repr/~sentiert das tiefste Orbitalniveau und gehSrt zur total- 
symmetrisehen Darstellung. Alle anderen dazu orthogonalen Linearkombinationen 
mfissen dann Knoten besitzen. Und zwar w/ichst die Knotenzahl mit steigender 
Orbitalenergie. In folgendem geben wir Orbitalreihenfolgen zusammen mit ihren 
Knotenzahlen (in Klammern) an, wie sie sieh aus der topologisehen Betrachtungs- 
weise ergeben: 

D4h(D~g):alg(O) < eu(l) < b~g(2) 
Ta: al(0) < t~(l) 
Oh: a~(0) < 6~(1) < eg(2) (5) 
Dab: a~(0) < a~(t) < e'(l) < e"(2) (trig. Prisma) 
Ds: al(0) < el(t) < e2(2) < b1(3) . 

Die destabilisierende Wirkung yon Knotenlinien rfihrt yon der Eigensehaft der 
Strukturmatrix und der mit ihr verbundenen Orthogonalit/~tsbedingung ffir die 
Funktionen her, sie ist keine unmittelbare Folge der erh6hten kinetisehen Energie, 
wie gelegentlieh angenommen wird (vgl. [9]). Die kinetische Energie erMlt dort 
ihre wesentliehen Energiebeitrage, wo die Kriimmung tier Wellenfunktion und der 
Funktionswert gleiehzeitig grog sind, insbesondere also in der N/~he der Kerne, wo 
die Funktion in der l~egel ausgepr/~gte BSgen hat. 

Der Wertbereich yon ~ in der Strukturmatrix ist weiteren Einsehr/inkungen 
unterworfen. Setzen wir etwa ~ = 0, dann bleibt zwar die Symmetrie der Struktur- 
matrix in den meisten F/~]len erhalten [etwa wie beim Quadrat G1. (2)], jedoch ist 
in diesem Fall der physikalische Geltungsbereieh der matrix begrenzt. Dies er- 
klKrt sich wie folgt. Offensiehtlich 1/~gt sieh die Strukturmatrix so w/~hlen, dag sie 
mit der Uberlappungsmatrix, das ist die Matrix der Uberlappungsintegrale zwi- 
sehen allen Atomfunktionen, wie folgt zusammenh/~ngt : 

S = 1 A- S N ,  (6) 

wo 1 die Einheitmatrix bedeutet und S ein eharakteristisches ~-berlappungsinte- 
gral ist (etwa das gr5gte zwisehen zwei direkten Nachbaratomen). Bekanntlieh 
gelten gewisse einschr/~nkende ]3edingungen ffir solche Uberlappungsmatrizen. Sie 
diirfen keine versehwindende oder negative Eigenwerte haben, wenn eine linear 
unabh/~ngige Funktionenbasis existieren soll. Dies hat gewisse Konsequenzen ffir 
die Wahl der Parameter in der Strukturmatrix. Die Eigenwertbedingung der 
matrix G1. (6) lautet 

[ s - 1 ~  [ = ] z A r - l ( & - ~ ) I  = o ,  d.h.  

I N -  1 o S # 0 .  (7) 

MAt ~ = ( ~ -  l) /S ist das die Eigenwertgleichung der Strukturmatrix. Wenn die 
~berlappungsmatrix nur positive Eigenwer~e haben daft, mug gelten 

+ s e  > o .  (s) 

Da die Strukturmatrix in der Regel auch negative Eigenwerte ~ hat, muB stets 
gelten 

S < ]emi. I -z , (9) 
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WO ~min der kleinste, d. h. der negativste Eigenwert der Strukturmatr ix  isf. Bei 
der Wahl  der Strukturmatr ix  naeh G1. (6) liegt nur dann eine physikaliseh sinnvolle 
0rbitalbasis zugrunde, wenn das gr613te i)berlappungsintegral S und der niedrigste 
Eigenwert ~min der Struk~urmatrix die G1. (9) erfiillen*. 

Wahlt  man anstelle yon Atomorbitalen andere Basisfunktionen, e~wa einen 
Satz yon Hybridfunktionen, so liefert die zugeh6rige Strukturmatr ix  Orbital- 
reihentolgen yon aquivalenten Orbitalen, die an einer Reihe von Symmetrien 
studiert wurden [12, t3]. In  diesem Fall geh~ die Inzidenz yon Seiten oder Flachen 
des SymmetriekSrpers in die Strukturmatr ix  ein. I m  Vergleieh zur Sfruktur- 

2~. 

i 

3 

- - I  i 

I / 

Fig. 3. Wahl des Koordinatensystems und der 2~-Funktionen auf den Eekpunkten eines 
Tetraeders 

matr ix  der Atomorbitale gibt es interessan~e Analogien. Da die sechs Kanten  des 
Tetraeders gleiche Inzidenzeigenschaften wie die Eeken eines Oktaeders oder die 
Flaehen eines Wiirfels haben, geh6rt zu all diesen Fallen die gleiche Struktur- 
matrixform. Ebenso transformieren sieh die vier Eekpunkte  eines Tetraeders wie 
ihre Flachen. Die Strukturmatrix,  welehe aus der Basis der dreizentrigen Fliehen- 
orbitale eines Tetraeders resultiert, isf also identiseh mit  der Matrix, die sieh aus 
den Atomorbitalen ergibt. Weiter transformieren sieh die aeht Fliehenorbitale 
eines Oktaeders genau so wie die Eeken eines Wiirfels, nimlieh naeh alg, a~u, tiu, 
t2g. Die zwSlf Kanten  eines Oktaeders oder eines Wiirfels transformieren sich wie 
die Eeken eines Kubo-Oktaeders,  namlich naeh alg, eg, ti~, t~g, t2u [14]. In  allen 
Fallen fiihren gleiehe Transformations- und Inzidenzeigensehaften zu gleiehen 
Strukturmafrixformen. Auf solehe ]4quivalenzen wollen Mr  jedoeh hier nieht 
weiter eingehen. 

Diese Bedingung isf im Zusammenhang mit der erweiterten Hiickeltheorie yon Bedeu- 
1 1 tung [10]. Der Schlug yon HOFFMA~-N und LIPSCOMB [ll], dab S stets kleiner als ~, ~ usw. sein 

mug fiir vier bzw. fiinf niehste Atomnaehbarn, ist fiir dreidimensionale Molekiile falsch, da die 
Ruedenbergsehe Beweisfiihrung nur ftir alternierende z-Elektronensysteme gilt. 
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Das Tetraeder 

In  folgendem sei das vorliegende Verfahren am Beispiel des Tetraeders ein- 
gehend besprochen, das in den vorhergehenden Ver6ffentlichungen nicht ngher 
disku~iert wurde [3, 4]. F/ir einfache a-Wechselwirkungen (d. h. eine Funktion auf 
jedem Zentrum) zwischen den vier Atomen ist das Ergebnis G1. (3), das sich aus 
der Strukturmatrix ergibt, trivial. Von der Gruppentheorie wissen wir, dab die 
Energieterme zu den irreduziblen Darstellungen a~ und t 2 geh6ren. Da die total- 
symmetrische Darstellung einen positiven Eigenwert hat, folgt nach der Diagonal- 
summenregel und dem En~artungsgrad der Terme (oder aus dem Schwerpunkts- 
satz) ~(a : )=  3 und ~(t2)=--1.  Komplizier~er sind die Verhgltnisse, wenn die 
Atomorbitale in den Tetraedereckpunkten p-Funktionen sin& Wghlen wir die 
drei p-Funktionen (Px, Py, Pz) an jeder Ecke so, wie es in Fig. 3 dargestellt ist, 
dann wird die zugehSrige 3.4 = 12 dimensionale Strukturmatrix 

-o 
I 0 

0 1  
N =  I 0 

O 0  
O 0  
O 0  
O 0  
I 0 
O t  

I x 0 t 0 0 0 0  t O" 
~ l t O 0 0 0 0 0 1  
0 t 0 0 0 1 1 0 0 0  
1 0 0 0 1 0 0 t 0 0  
0 0 0 1 ~ t 0 0 0 1  
O 0 1 0 1 z O 0 1 0  
O i ~ l O l O t O 0  
t 0 t ~ i O i O 0 0  
t O 0 0 0 1 0 z l l  
0 1 0 0 t 0 ~ 0 1 1  
O 0 0 t O 0 1 1 0 x  
O 0 1 0 0 0 t t n O  

(~0) 

besonders einfach. Das Matrixelement I beschreibt eine Wechselwirkung, die zur 
Hglfte aus a- und zur anderen Hglfte aus z-Wechselwirkungen besteht. Der Para- 
meter u bedeutet eine reine ~-Wechselwirkung. Damit ist u ein dimensionsloser 
Parameter in den Grenzen 0 < z < t. Eine Null steht an den Stellen schwacher 
Wechselwirkung, ffir die das Uberlappungsintegral zwischen den betreffenden 
Atomfunktionen wegen der durchlaufenden Knotenflgchen Null ist. Wegen der 
hohen Symmetrie des KSrpers ist die Summe aus den Matrixelementen einer 
Spalte oder einer Zefle jeweils gleich, und zwar dem Eigenwer~ der totalsymmetri- 
schen Linearkombination. Das Eigenwertspektrum der Matrix G1. (10) ist 

q(a:) = 4 + 
q(e) = 1 + 
q(t:) = - - 1 - ~  (11) 
q(2 t~) = - ~ + V~  ~ - 3~ + ~ .  

Die zugehSrigen Eigenvektoren bestimmen sich aus den Symmetriefunktionen, 
die sich aus der Lit. [15] mit tIilfe der Transformation 

p~ = V - : ( p ~ + p y + p ~ )  

errechnen. Da die Strukturmatrix kein Diagonalelement speziell auszeichnet, sind 
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ihre Wurzeln nur dann ein quantitatives MaI~ ffir die Orbitalenergien, wenn die 
Diagonalelemente Hoo und H ~  der Energiematrix ffir ~- und 7~-Wechselwirkungen 
gleich sind. Ffir versehiedene Diagonalelemente bleibt jedoch die dutch die Struk- 
turmatrix bestimmte Orbitalreihenfolge erhalten, wenn I Hs~ - H ~  I kleiner als 
das Nichtdiagonalelement ] H x y  t ist. Dies ist ffir Molekfile mit gleiehen Atomen 
stets hinreiehend gut erffillt, wie sieh bei einem Vergleieh der betreffenden Cou- 
lomb- und Resonanzintegrale zeigen l~l~t. Desha]b kann die Strukturmatrix nur 
Aussagen fiber Reihenfolgen yon Orbitalen und nieht fiber Differenzen yon Orbital- 
energien machen. 

Die aus G1. (l i)  resultierende Orbitalreihenfo]ge ffir p-Funktionensysteme 
lautet dann 

a~ < t~ < e < t~ < t 2 . (i3) 

Mit wachsenden ~-Bindungseffekten (ab ~ > �89 kehrt sieh die Reihenfolge yon t 2 
und e um. Dagegen bleibt die Reihe aller anderen Orbitalenergien unver~ndert. 
Bei zusi~tzlicher Beriieksiehtigung yon s-Funktionen (a 1 < t2) ergibt sieh eine 
Folge, die mit der yon Rechnungen am BaH ~ [i t]  identiseh ist. Das Ergebnis 
stimmt dagegen nut  bedingt mit den Vorhersagen yon K~TTLE [13] fiberein, die 
auf der Basis von ~quivalenten Hybridorbitalen gemaeht wurden. SCF-Reehnun- 
gen mit einer Gaui3funktionsbasis0 durehgefiihrt am gleichen ~olekfil [6], best~tigt 
die auf Grund der Inzidenz zwisehen Atomorbitalen bestimmte Reihenfolge 
G1. (13). Dasselbe gilt auch ffir die Orbitalreihenfolge in einem Oktaeder, die in 
entspreehender Weise bestimmt wurde [3]: 

alg < tlu ~ t~a < t~u < tlg = eg <: flu . (i4) 

A n w e n d b a r k e i t  

Der Anwendungsbereich soleher auf Grund topologischer Eigenschaften be- 
stimmten Orbitalfolgen ist vielseitig. Neben der sehon oben erwi~hnten Nfitzlich- 
keit bei der Interpretation yon Spektren und der magnetischen Eigenschaften 
lassen sich vor allem Aussagen fiber die Orbitalstruktur [i2, i3] oder Voraussagen 
fiber die Stabiliti~t yon symmetrisehen Molekiilen machen. Zum Beispiel befinden 
sich alle Elektronen der hypothetisehen Molekfile B4H t, B~H~- oder C~H 4 in bin- 
denden Orbitalen, ffir die die Eigenwerte der Strukturmatrix @ > 0 sind. Diese 
Eigensehaft weist auf eine mSgliche Existenz dieser lV[olekfile hin. Das gleiche 
Argument gilt f~r Molekfile wie Cuban [i6, 17] oder hochsymmetrische Borhy- 
dride wit B10H~o und B12H22 [i8, 19], die kfirzlieh dargestellt und deren Molekfil- 
struktur bestimmt wurde. 

Von speziellem Interesse sind in diesem Zusammenhang die Orbitah'eihenfo]gen 
yon Koordinationsverbindungen des Typs •Xn. In der Regel bildet das Liganden- 
system X n  symmetrisehe oder nahezu symmetrisehe Konfigurationen folgender 
Anordmmg : 

X ~ : n =  3 
n =  4 

n = 5  
n = 6  
n = 8  

gleichseitiges Dreieck 
Tetraeder oder Quadrat 
trigonale Bipyramide 
Oktaeder oder trigona]es Prisma 
Wfirfel. 
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In all diesen F~llen 1/~gt sich die Strukturmatrix leieht angeben und die Orbital- 
reihenfolge des Ligandensystems bestimmen. Jewefls im Zentrum jedes dieser 
K6rper befindet sieh augerdem das Zentralion M, dessen Funktionen mit den Li- 
gandenfunktionen gleicher Rasse kombinieren und die Termfolge im allgemeinen 
ver/indern. Trotzdem lassen sieh noeh gewisse Aussagen fiber das Orbitalsehema 
aueh in Molekfilkomplexen maehen. Etwa bleiben alle ungeraden Terme in 
Symmetrien mit Inversionszentrum bei Kombination mit s- oder d-Funktionen 
unver/indert. Die Kombination mit hSheren p-Funktionen des Zentralatoms ist 
unerheblich, wenn die Wechselwirkung zwischen den p-Funktionen der Liganden 
grog ist. Dies ffihrt zur richtigen Interpretation yon Ladungsfibergangsbanden in 
Oktaederkomplexen [4], deren Intensit~t wegen des pariti~tserlaubten i)bergangs 
besonders hoch ist. Im  Falle der oben besproehenen Tetraedersymmetrie ist die 
Zuordnung wegen des fehlenden Symmetriezentrums nicht in gleicher Weise 
durchffihrbar. Hier gewinnen die Orbitalzust/inde e und 4 dutch Kombination mit 
den d-Orbitalen des Zentralions an Energie. Je naeh der St/irke der Wechselwir- 
kung ist einmal der t2-Term (bei groger Liganden-Liganden Weehselwirkung), das 
andere ~a l  der tl-Term (bei starker Weehselwirkung zwischen den Liganden und 
dem Zentralion) der energetisch h6ehste. Da alle Ligandenterme in der Orbital- 
reihenfolge durch Elektronen besetzt sind (abgesehlossene Elektronensehalen), 
sollte der energebiseh gfinstigste Ladungsfibergangsprozeg im ersten Fall yon 4, 
im zweiten Fall yon t 1 zum niedrigsten leeren Orbital e des Zentralions ffihren. In  
Permanganat (KMnO~) und Chromat (K2CrOa) wird die langwelligste Bande ge- 
meinhin dam Orbitalfibergang t 1 ~ e zugeordnet (vgl. [20, 21]). In  diesem Fall ist 
die abstogende Wirkung der Sauerstoffatome also nicht grog genug, den t 2- 
OrbitMterm so zu destabilisieren, dag er auch in der Komplexverbindung der 
h6ehste Term in der Orbitalreihenfolge der Liganden ist. 

Herrn Prof. E. HEmBRO~NER, Ziirich, danke ich fiir eine Reihe yon Diskussionen. 
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